
第 64卷第 4期 天 文 学 报 Vol. 64 No. 4

2023年 7月 ACTA ASTRONOMICA SINICA Jul., 2023

doi: 10.15940/j.cnki.0001-5245.2023.04.002

带电测试粒子在磁化史瓦西黑洞中的混沌运动∗
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摘要 当史瓦西黑洞周围存在渐近均匀的外部磁场时, 描述带电粒子在史瓦西黑洞附近运动的哈密顿系统会变

为不可积系统. 类似于这样的相对论哈密顿系统不存在有显式分析解的2部分分离形式, 给显式辛算法的构建和

应用带来困难. 近一年以来的系列工作提出将相对论哈密顿系统分解为具有显式分析解的2个以上分离部分形

式, 成功解决了许多相对论时空构建显式辛算法的难题. 最近的工作回答了哈密顿系统显式可积分离数目对长

期数值积分精度有何影响、哪种显式辛算法有最佳长期数值性能这两个问题, 指出哈密顿有最小可积分离数目

即3部分分裂解形式并且应用于优化的4阶分段龙格库塔显式辛算法可取得最好精度. 由此选择上述数值积分方

法并利用庞加莱截面、最大李雅普诺夫指数和快速李雅普诺夫指标研究在磁化史瓦西黑洞附近运动的带电粒子

轨道动力学. 结果显示: 针对某特定的粒子能量和角动量, 较小的外部磁场很难形成混沌轨道; 较大的正磁场参

数容易使轨道产生混沌, 并且随着磁场的增大, 轨道的混沌程度也随之加强; 粒子能量适当变大也可以加剧混沌

程度, 但负磁场参数和粒子角动量变大都会减弱混沌.
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1 引言

近几年来, 引力波[1–2]的数十起成功探测以及

M87星系中心超大质量黑洞(M87∗)照片[3–4]和银河

系中心黑洞(SgrA∗)照片[5–6]陆续证实了爱因斯坦

广义相对论引力理论关于黑洞存在的预言. 黑洞物

理性质和引力检验已成为研究热点问题.

史瓦西黑洞是爱因斯坦场方程的一个解. 由于

史瓦西黑洞存在4个独立的运动常数, 即粒子能量、

角动量、粒子的4速度关系和类似的卡特常数(亦称

为方位角运动)[7], 所以是可积系统. 尽管该系统理

论上存在解析解, 但分析解很难用初等函数表示,

仅仅可以用椭圆积分形式表达而已. 大多数可观测

到的黑洞都有等离子体吸积盘, 可以在黑洞外产生

磁场. 这样的磁场一般比较弱小, 虽然对黑洞时空

没有什么影响, 但对荷质比(电荷与质量之比)较大

的粒子产生洛伦兹力作用对粒子运动影响不可忽

略[8–12]. 当史瓦西时空有外部电磁场浸入时, 哈密

顿雅可比方程很可能会变为不可分离变量的情形,

即不存在类似的卡特常数, 从而相应的哈密顿系统

变为不可积系统. 带电粒子在磁化黑洞周围的运动

于一定条件下会产生混沌现象[13–20]. 判定试验粒

子轨道的混沌性方法有庞加莱截面、最大李雅普

诺夫指数[21]和快速李雅普诺夫指标[22]等.

数值方法是研究混沌系统最常用的方法. 对于
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哈密顿系统长期数值积分方法来说, 保持哈密顿

相流的辛积分器[23]自然成为优先选择, 可使能量

积分误差无长期增长趋势. 辛算法分为显式辛算

法[23–24]和隐式辛算法[25]; 显隐混合算法[26–31]也常

被使用. 显式算法比隐式方法具有计算效率优势.

相对论时空对应的哈密顿一般没有显式分析解的

两部分分离形式, 导致显式辛算法的构建和应用有

极大困难. 求解这些相对论时空问题, 如采用辛算

法的话, 过去只能是隐式[25]或者显隐混合[26–31]的

形式. 当然, 结合中点置换的扩大相空间显式类辛

方法[14, 32–37]可以适合用于求解不能变量分离的相

对论时空问题. 近一年以来伍歆教授团队在天体物

理杂志等期刊上发表了系列工作[17, 20, 38–44], 提出

将相对论时空对应的哈密顿或时间变换的哈密顿

分解为具有显式分析解的2个以上分离部分形式,

成功解决了许多相对论时空构建显式辛算法的难

题. 这一思路还可以应用于Yoshida高阶显式辛算

法[45–46]. 问题是哈密顿系统显式可积分离数目是

否影响长期数值积分精度. 还有一个问题是何种

显式辛算法有最佳长期数值性能. 作者最近发表

在天体物理杂志上的一个工作[44]回答了这两个问

题, 指出哈密顿有最小可积分离数目即3部分分裂

解形式并且应用于优化的4阶分段龙格库塔显式辛

算法(Partitioned-Runge-Kutta, PRK64)[47]可取得

最好精度. 注意这种4阶PRK方法与同阶Yoshida算

法相比, 包含更多额外的时间系数和子哈密顿解的

组合, 故优化后的PRK算法在计算上比Yoshida算

法更耗时. 但额外增加的时间不太多, 并且拥有更

小的截断误差, 因而这种方法值得推荐应用.

本文主要目的是沿着近期工作[44]的思路, 采

用4阶优化的PRK显式辛方法应用于具有显式分析

解的3部分哈密顿分解形式并结合庞加莱截面、最

大李雅普诺夫指数和快速李雅普诺夫指标研究在

磁化史瓦西黑洞附近运动的带电粒子轨道动力学.

2 物理模型

本节先给出描述带电粒子在附带渐近均匀磁

场的史瓦西黑洞周围运动的动力学模型, 再给出适

合于求解磁化史瓦西时空哈密顿系统的辛算法.

2.1 史瓦西时空

在球坐标(t, r, θ, ϕ)中, t表示坐标时间, r、θ、

ϕ表示3维空间, 类似于空间直角坐标系中的x、y、

z. 描述一个带电荷q的试验粒子在磁化史瓦西黑洞

附近运动的动力学哈密顿函数方程为:

H =
1

2
gµν(pµ − qAµ)(pν − qAν) , (1)

其中, q是粒子的电荷, ~p是由一组标准哈密顿正则

方程ẋµ = ∂H
∂pµ
确定的广义动量[48]. 即pµ、pν表示协

变广义动量, Aµ、Aν表示电磁四向量势, 上下标µ、

ν表示不同坐标符号, 代表球坐标(t, r, θ, ϕ)中任意

坐标符号, 史瓦西黑洞度规的非零逆变分量gµν为:

gtt = 1/gtt = −
Å

1− 2

r

ã−1

,

grr = 1/grr =

Å
1− 2

r

ã
,

gθθ = 1/gθθ =
1

r2
, gϕϕ = 1/gϕϕ =

1

r2 sin2 θ
. (2)

这里gtt、grr、gθθ、gϕϕ是史瓦西黑洞度规的协变

分量.

4速度ẋµ是坐标xµ关于原时τ的导数. 两个常数

协变动量分量为:

pt = gttṫ = −
Å

1− 2

r

ã
ṫ = −E , (3)

pϕ = gϕϕϕ̇+ qAϕ = r2 sin2 θ

Å
ϕ̇+

qB

2

ã
= L .

(4)

pt、pϕ分别表示在t与ϕ方向上的广义动量, B表示

磁场强度, E是粒子的恒定能量, L是粒子的恒定

角动量. (4)式中电磁场势的唯一非零协变分量采

用[49]的形式:

Aϕ =
B

2
gϕϕ =

B

2
r2 sin2 θ . (5)

将(3)–(5)式代入(1)式, 磁化史瓦西哈密顿可以简

化为2自由度4维相空间系统, 即:

H =
1

2

Å
1− 2

r

ã
p2
r −

1

2

Å
1− 2

r

ã−1

E2 +

p2
θ

2r2
+

1

2r2 sin2 θ

Ç
L− βr2 sin2 θ

2

å2

. (6)
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pr、 pθ分别表示在r与θ方向上的广义动量, 这

里β = qB. (6)式实际是经过无量纲化处理后所得

到的. 光速c和引力常数G单位化处理: c = G = 1,

无量纲处理就是以黑洞质量M和粒子质量m来进

行标度变换: t → tM, r → rM,B → B/M,E →
mE, pr → mpr, L → mML, pθ → mMpθ, q →
mq,H → m2H. 其中m为试验粒子质量, M引力

源质量变为几何化单位, 即: M = 1.

哈密顿函数(6)式除含两个常数E和L外, 还有

哈密顿本身总是一个守恒量. 对于类时时空, 这个

常数是:

H = −1

2
. (7)

当史瓦西黑洞外无渐近均匀磁场时, 哈密顿函

数(6)式的第4个运动积分存在, 故而是严格可积的;

但当存在渐近均匀磁场时, 第4个运动积分不存在,

从而导致系统不可积, 进而可能会产生混沌.

2.2 算法实现

文献[39]将哈密顿函数(6)式分解为4个显式可

积求解部分构建显式辛算法. 作者近期的工作[44]指

出哈密顿函数(6)式还可分解为3、5个显式可积求

解部分来构建显式辛算法, 发现3部分分解方法精

度最高. 按照这一思路, 3个部分裂解方法如下:

H = H1 +H2 +H3 , (8)

其中每个部分的哈密顿为:

H1 = −1

2

Å
1− 2

r

ã−1

E2 +

1

2r2 sin2 θ

Ç
L− qBr2 sin2 θ

2

å2

, (9)

H2 =
1

2
p2
r +

p2
θ

2r2
, (10)

H3 = −1

r
p2
r . (11)

很明显, 3个部分哈密顿函数H1、H2、H3都是可积

且可以写出解析解, 其解析解是时间t的显式函数.

求解3部分的算子依次定义为HH1
t 、HH2

t 、HH3
t .

设h为积分步长, 对哈密顿H提供2个一阶辛算

子:

S1H = HH3

h ×H
H2

h ×H
H1

h , (12)

S1H∗ = HH1

h ×H
H2

h ×H
H3

h . (13)

其中S1H∗是S1H的共轭辛算子. 于是, 这2个一阶辛

算子的积是一个对称组合,也就是二阶显式辛方法:

S2H = S1H

Å
h

2

ã
× S1H∗

Å
h

2

ã
. (14)

3个2阶对称乘积可以构造4阶Yoshida显式辛

积分器[45]:

S4H = S2H(c1h)× S2H(c2h)× S2H(c1h) , (15)

式中: c1 = 1/(2 − 21/3), c2 = 1 − 2c1. 进一步可

以建立优化的4阶分段龙格库塔PRK64显式辛算

法[44, 47]:

PRK64 = S1Hα12
× S1H∗α11

× S1Hα10
× S1H∗α9

×

S1Hα8
× S1H∗α7

× S1Hα6
× S1H∗α5

×

S1Hα4
× S1H∗α3

× S1Hα2
× S1H∗α1

.

(16)

从第(n − 1)步到第n步, 具体离散差分方案如

下:

S1H

HH3

h : rH3 = [(r2
n−1 − 3hpr,n−1)2/rn−1]1/3 ,

pH3
r = pr,n−1[(r2

n−1 − 3hpr,n−1)/r2
n−1]1/3 .

HH2

h : e1 = cos θn−1/r
H3 + pH3

r sin θn−1/pθ,n−1 ,

e2 = sin θn−1/r
H3 − pH3

r cos θn−1/pθ,n−1 ,

f1 = arctan 2(e2, e1) , f2 = tan(θn−1 − f1) ,

θH2 = f1 + arctan[(e2
1 + e2

2)hpθ,n−1 + f2] ,

pH2
r = pθ,n−1(e1 sin θn−1 − e2 cos θn−1) ,

rH2 = 1/(e1 cos θn−1 + e2 sin θn−1) .

HH1

h : pH1
r = pH2

r + h
{

[L− β(rH2)2 sin2 θH2/2]2

/[(rH2)3 sin2 θH2 ]−

{β[L− β(rH2)2 sin2 θH2/2]}/rH2−

E2/(rH2 − 2)2
}
,

pH1

θ = pθ,n−1 + h[−(cos θH2{L− [β(rH2)2
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sin2 θH2/2]2})/[(rH2)3 sin2 θH2 ]−

{β cos θH2 [L− β(rH2)2

sin2 θH2/2]}/ sin θH2 ] .

S1H∗

H∗H1

h : p∗H1
r = pr,n−1 + h[(L− βr2

n−1

sin2 θn−1/2)2/(r3
n−1 sin2 θn−1)−

[β(L− βr2
n−1 sin2 θn−1/2)]/rn−1−

E2/(rn−1 − 2)2] ,

p∗H1

θ = pθ,n−1 + h[−[cos θn−1(L− (βr2
n−1

sin2 θn−1/2)2)]/(r3
n−1 sin2 θn−1)−

[β cos θn−1(L− βr2
n−1

sin2 θn−1/2)]/ sin θn−1] .

HH2

h : e∗1 = cos θn−1/rn−1 + p∗H1
r sin θn−1/p

∗H1

θ ,

e∗2 = sin θn−1/rn−1 − p∗H1
r cos θn−1/p

∗H1

θ ,

f∗1 = arctan 2(e∗2, e
∗
1) , f∗2 = tan(θn−1 − f∗1 ) ,

θ∗H2 = f∗1 + arctan[(e∗21 + e∗22 )hp∗H1

θ + f∗2 ] ,

p∗H2
r = p∗H1

θ (e∗1 sin θn−1 − e∗2 cos θn−1) ,

r∗H2 = 1/(e∗1 cos θn−1 + e∗2 sin θn−1) .

H∗H3

h : r∗H3 = {[(r∗H2)2 − 3hp∗H2
r ]2/r∗H2}1/3 ,

p∗H3
r =p∗H2

r {[(r∗H2)2−3hp∗H2
r ]/(r∗H2)2}1/3 .

式中计算出的α1, α2, · · · , α12列举在表1中. 所谓优

化算法意味着系数ai、bi之间的自由系数在5阶(优

化的4阶显式辛算法)截断误差项中系数平方和最

小化. 与非优化算法相比, 优化算法可以减小

截断误差. (12)–(16)式都是求解哈密顿函数(6)式

或(8)式的显式辛算法.

表 1 PRK64算法相关系数
Table 1 Correlation coefficient of PRK64 integrators

Integrators PRK64

Coefficient

α1 = α12 = 0.079203696431196 α2 = α11 = 0.130311410182166

α3 = α10 = 0.222861495867608 α4 = α9 = −0.366713268047426

α5 = α8 = 0.324648188689706 α6 = α7 = 0.109688477876750

3 数值分析

先评估算法优劣, 再挑选好的算法并结合混沌

指标来研究带电粒子轨道的动力学, 特别探讨3个

动力学参数对轨道混沌的影响.

3.1 算法对比

取时间步长为h = 1以及参数为磁场参数β =

8.9×10−4, 粒子能量E = 0.995和角动量L = 4.6.

初始条件为pr = 0、 θ = π/2. 一旦初始半径r给

定, pθ初值取正值并且由(7)式确定. 图1为两

种4阶算法的哈密顿误差图. 图1 (a)为两种4阶

算法积分初始半径r = 11的轨道所得哈密顿误

差∆H = H + 1/2图,其中红色的曲线表示Yoshida

4阶显式辛算法S4, 绿色曲线表示PRK 4阶显式

辛算法PRK64. 可以看到两条曲线都不随时间的

增大而增大, 在长期积分中保持平稳. 显式辛

算法S4的哈密顿误差阶数值最后稳定在10的−9阶

到−8阶次之间, 而优化后的显式辛算法PRK64算

法的哈密顿误差阶数值稳定在10的−13阶到−12阶

次之间, 比S4算法精度高4个数量级. 图1 (b)为初

始半径r = 88的误差图. 两种4阶算法的精度非常

高. 大轨道初始半径比小轨道初始半径精度高的

原因在于前者平均轨道周期要小于后者, 但积分

到τ = 104后两条曲线全部上移, 原因是截断误差

远小于计算机的舍入误差导致的. 即使误差有长期

增长趋势, 但精度仍可达到10的−13阶次左右. 还

要注意到优化后的显式辛算法需要使用更多的计

算时间. 表2中列出两种算法的中央处理器(Central
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Processing Unit, CPU)时间, 表明优化后的PRK方

法计算时间比S4算法稍长一些, 但总的来说, 计算

时间依旧很短, 最长CPU时间不超过3 min. 因此,

考虑到精度和效率, PRK64算法值得在实算中使

用.

图 1 两种4阶算法的哈密顿误差图. 磁场参数β = 8.9×10−4, 粒子能

量E = 0.995, 角动量L = 4.6.

Fig. 1 Hamiltonian errors for two fourth-order integrators.

Magnetic parameter β = 8.9×10−4, particle energy

E = 0.995, angular momentum L = 4.6.

表 2 图1中两种算法的CPU时间
Table 2 CPU times for the two integrators in

Fig. 1

Integrators S4 PRK64

r = 11 1′22′′ 1′53′′

r = 88 1′48′′ 2′24′′

3.2 轨道动力学

图1中的两个轨道对同一算法的哈密顿误差的

长期表现不同是由于两轨道有不同的动力学性质.

实际上, 初始半径r = 11对应有序轨道, 即轨道是

拟周期的; 而初始半径r = 88对应混沌轨道, 即轨

道演化对初始条件微小改变有指数式的敏感依赖

性.

轨道的有序和混沌动力学属性可借助轨道

的3维空间构型和平面投影图来粗略地观察. 选

取初始轨道半径r = 25, 粒子能量E = 0.995和

角动量L = 4. 图2 (a)–(c)画出了3个不同磁场参

数β的3维空间轨道构型, 图中红色为轨道在赤道

面θ = π/2上的投影. 在图2 (a)中, β = 0显示试

验粒子在史瓦西黑洞时空中的运动轨道限于赤道

平面上, 并且围绕黑洞做圆轨道周期运动. 在图2

(b)中, β = 1.2×10−4对应3维空间轨道不在一个

平面上, 其投影是一组相交环曲线. 在图2 (c)中,

β = 0.01对应3维空间轨道也不在一个平面上, 其投

影由一些互相交错环曲线组成. 图2 (c)与图2 (b)相

比, 轨迹更杂乱、更没有规则. 这两个运动轨道是

混沌还是有序难以判断. 轨道有序或混沌的准确判

定还需要借助其他方法.

3.2.1 混沌指标

判断带电粒子在史瓦西黑洞周围运动的轨道

是否混沌有许多方法. 例如庞加莱截面法、李雅普

诺夫指数和快速李雅普诺夫指标等.

庞加莱截面适合研究2自由度的4维保守系统,

可用于判断系统的运动状态. 若以θ = π/2为曲面,

上方为θ > π/2, 下方为θ < π/2, 可以按照线性插

值来求曲面上的点. 当曲面上只得到几个点或者这

些点构成一封闭曲线时, 系统做拟周期运动; 当截

面上得到的点是杂乱无章随机分布在一个区域时,

系统做混沌运动.

李雅普诺夫指数(Lyapunov indicator)是衡量

两邻近轨道随时间平均指数分离比的指标, 能够反

映轨道混沌的强度. 最大李雅普诺夫指数判断混沌

较为准确, 计算方法主要有变分法和两粒子法[21].

本文使用变分法计算:

λ = lim
τ→∞

1

τ
ln
|=(τ)|
|=(0)|

, (17)

式中: =(τ)和=(0)分别表示τ时刻与初始时刻的切

向量. λ值趋于稳定到一个正值, 说明有界轨道处在

混沌状态; λ值趋于0, 说明有序轨道处于有序状态.
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λ是定义的一个值, 用来表示轨道的混沌状态.

快速李雅普诺夫指标(Fast Lyapunov indica-

tor, FLI)与李雅普诺夫指数相比, 可以更快地看到

轨道的混沌, 得到混沌指数, 其定义为[50]:

FLI = lg |=(τ)| . (18)

若FLI随时间增长很快, 则有界轨道混沌; 若

FLI随时间增长非常慢, 则有界轨道有序.

图 2 3维轨道构型及其在赤道面θ = π/2上的投影

Fig. 2 Three-dimensional trajectories and their projections

at the plane θ = π/2

3.2.2 粒子运动轨道的动力学

图3为赤道面θ = π/2上的庞加莱截面. 图3 (a)

为图2 (b)中粒子轨道在赤道面θ = π/2上的庞加莱

截面图, 截面上的轨道是闭合的环轨道, 说明图2

(b)中粒子做有序的拟周期运动. 图3 (b)为图2 (c)

中粒子轨迹的庞加莱截面图, 截面上的轨道是随

机离散的点分布在一个面区域上, 表明粒子做混

沌运动. 显然, 相比3维空间构型和平面投影图, 庞

加莱截面区分轨道有序或混沌要更清楚、准确. 带

电试验粒子在史瓦西黑洞周围运动时, 磁场破坏了

第4个运动积分的存在, 导致系统不可积, 是粒子运

动混沌的根本原因.

图 3 粒子轨道在赤道面θ = π/2上的庞加莱截面. 图(a): 图2 (b)中

粒子的轨道. 图(b): 图2 (c)中粒子的轨道.

Fig. 3 Poincaré cross-section of the particle orbit at the

plane θ = π/2. Panel (a): the particle trajectory is the same

as that in Fig. 2 (b). Panel (b): the particle trajectory is the

same as that in Fig. 2 (c).

图4为进一步改变磁场参数β值时粒子轨道演

化情况. 图4 (a)–(c)为粒子轨道运动的庞加莱截面

图, 画了3条轨道: 轨道1 (红色轨道r = 40), 轨道2

(蓝色轨道r = 65)和轨道3 (黑色轨道r = 88), 其余

轨道为绿色轨道r = 11, 紫色轨道r = 20. 固定粒

子能量E = 0.995与角动量L = 4.6不变, 但磁场

参数在3个子图中依次为β = 1.2×10−4、β = 5.6×
10−4、β = 8.9×10−4. 图4 (a)中β = 1.2×10−4, 所

有轨道都在做有序的拟周期运动, 因此截面上的相
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轨道都是闭合的环轨道. 图4 (d)中的最大李雅普诺

夫指数也同样揭示图4 (a)中所有轨道都是有序的,

因为当积分时间达到107后, 这些李雅普诺夫指数

还不能达到稳定值, 都有趋于0的趋势, 表明轨道的

有序性. 图4 (g)中所有轨道的积分到最后FLI值都

小于3, 没有随时间指数增长的趋势, 属于有序轨

道的特征. 图4 (b)中β = 5.6×10−4, 粒子轨道2呈现

弱混沌性, 轨道1依旧做拟周期运动, 轨道3亦如此.

图4 (e)、(h)中的李雅普诺夫指数和快速李雅普诺

夫指标分别显示轨道1、3为有序轨道, 而轨道2在

图4 (e)中的李雅普诺夫指数趋于一个稳定的正值,

表明此轨道为混沌轨道. 在图4 (h)中轨道2快速李

雅普诺夫指标随时间指数增长, 说明轨道2是混沌

的. 因此, 3种方法都判定图4 (b)中轨道1、3为有序

轨道, 轨道2为混沌轨道. 图4 (c)中轨道1与轨道3为

混沌轨道, 轨道2形成5个有序岛屿. 轨道1、3的混

沌性与轨道2的有序性质也被图4 (f)、(i)中的最大

李雅普诺夫指数和快速李雅普诺夫指标所证实. 故

得出结论: 随着正磁场参数β的增大, 亦即β2增大,

粒子运动轨道从有序走上混沌, 并且混沌程度也随

之增强. 这是因为带电粒子受到来自磁场的洛伦兹

力表现为引力效果变大的缘故.

图 4 轨道的庞加莱截面、最大李雅普诺夫指数、FLI随磁参数的变化. 图(a)–(c): 3条研究轨道半径(r = 40, r = 65, r = 88)的庞加莱截面图, 粒

子能量E = 0.995, 角动量L = 4.6; 图(d)–(f)为图(a)–(c)的最大李雅普诺夫指数图; 图(g)–(i)为图(a)–(c)的FLI.

Fig. 4 The variation of the Poincaré cross-section, maximum Lyapunov indicator, and fast Lyapunov indicator with magnetic

parameters. Panels (a)–(c): Poincaré cross-sections of three studied orbital radii (r = 40, r = 65, r = 88). Particle energy

E = 0.995, and angular momentum L = 4.6; panels (d)–(f) are the maximum Lyapunov indicator graphs of panels (a)–(c),

respectively; panels (g)–(i) are FLI of panels (a)–(c), respectively.

图5中磁参数β为负值时, 粒子轨道的庞加莱截

面随磁参数的变化. 考虑5条轨道, 初始半径依次

为r = 11、r = 20、r = 40、r = 65、r = 88, 颜色

意义同图4. 图5 (a)中有两条轨道处于强混沌状态;

图5 (b)中也有两条轨道处于混沌状态, 但属于弱混

沌轨道; 图5 (c)中只出现一条混沌轨道, 且处于弱

混沌状态; 图5 (d)中没有混沌轨道出现, 所有轨道

都是拟周期有序轨道. 因此, 随着负磁场参数β的绝

对值减小, 粒子的轨道从混沌状态变为有序状态.

也就是说, 当β < 0时, β值的增加, 亦即β2变小, 会

减弱轨道的混沌程度. 这是由于β2变小使得洛伦兹

力作为引力效果也减小. 总之, 从图4、5可以得出

无论磁场参数β正负, β的绝对值变大会加剧轨道的

混沌程度.
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图 5 磁参数β为负值时, 轨道的庞加莱截面随β的变化. 粒子能量E = 0.995与角动量L = 4.6.

Fig. 5 The variation of the Poincaré cross-section with β when the magnetic parameter β is negative. Particle energy E = 0.995

and angular momentum L = 4.6.

图6为改变粒子能量E的庞加莱截面, 颜色意

义同图4.图6 (a)–(c)为固定磁参数β = 8.9×10−4与

角动量L = 4.6, 粒子能量分别为E = 0.99、E =

0.992与E = 0.995的相空间结构情况. 图6 (a)展

示3条轨道都为有序轨道. 在图6 (b)中轨道3由

箭头型轨道与三角形轨道组成, 其连接处对

应双曲不动点, 使得这条轨道处于弱混沌状

态; 轨道1与轨道2为有序轨道. 图6 (c)出现2条

强混沌轨道, 即轨道1与轨道3, 轨道2由5个岛屿

组成, 属于有序轨道. 图6 (d)–(f)为固定磁参

数β = 1.5×10−3与角动量L = 4.6, 粒子能量分别

为E = 0.99、 E = 0.992与E = 0.995的截面情况.

在图6 (d)中轨道1与轨道2都为马鞍形状, 轨道3为

箭头型轨道, 3条轨道都为有序轨道. 图6 (e)中轨

道1与轨道2明显为混沌轨道, 轨道3是一个有序环

轨道. 图6 (f)中所有轨道都为混沌轨道. 于是, 从

图6中可以得出结论为粒子能量适当增加会加剧轨

道混沌程度, 这是基于能量增加会引起引力增强所

致.此外,图6 (b)、(e)或图6 (c)、(f)再次支持图4关

于正磁场参数变大引起混沌加剧的结论.

图7绘制了3个不同粒子角动量L的轨道演化行

为, 颜色意义同图4. 图7 (a)–(c)为固定磁场参数β

= 8.9×10−4与粒子能量E = 0.995, 粒子角动量分

别为L = 4.21、L = 4.6与L = 4.88的庞加莱截面情

形. 图7 (a)显示3条轨道(r = 40, r = 65, r = 88)都

是混沌的, 且都为强混沌轨道. 图7 (d)为图7 (a)的

最大李雅普诺夫指数图, 图中再次验证3条轨道为

混沌轨道, 因为曲线都不趋于0, 而是趋于一个稳

定正值. 图7 (g)为图7 (a)的FLI图, 图中3条轨道的

FLI值都呈指数增长, 所以3条轨道的混沌程度为强

混沌. 图7 (b)与图4 (c)的参数条件相同, 轨道1与

轨道3为混沌轨道, 轨道2为有序轨道. 图7 (e)与图7

(h)分别为图7 (b)的最大李雅普诺夫指数与快速李

雅普诺夫指标图. 图7 (c)中轨道1为有序轨道, 轨

道3为混沌轨道,但轨道2为多个岛屿型的有序轨道.

在图7 (f)、(i)的最大李雅普诺夫指数与快速李雅
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普诺夫指标图中可以确定轨道2为有序轨道. 综上

所述, 得出结论为: 随着粒子角动量增加, 轨道从弱

混沌演变为有序行为, 从强混沌演变为弱混沌. 粒

子角动量增大减弱轨道的混沌性是源于角动量表

现为斥力效果从而削弱引力效应.

正如文献[22]所述, 除了用庞加莱截面洞察动

力学参数变化对轨道动力学跃迁的影响外, FLI也

是一个很好描述这些定性性质的工具. 图8显示

了FLI与参数的依赖关系, 其中一个点便表示一个

轨道. 图8 (a)、(b)绘制了固定磁场参数β = 8.9×
10−4与角动量L = 4.6, 能量E从0.99到1的FLI图.

每个FLI值取自积分时间到τ = 107的结果; FLI =

3为轨道有序与混沌的分界线, 即FLI > 3指示有

界轨道的混沌性, 而FLI不超过3表明有界轨道的

有序性. 图8 (a)中初始轨道半径r = 11, E小于

0.9947为有序轨道, E大于0.9957时混沌开始; 图中

点3所示的庞加莱截面为弱混沌轨道, 点1与点2为

有序轨道. 图8 (b)中初始轨道半径r = 88, 比E =

0.9928大的能量诱发混沌; 图中点1所示的庞加莱

截面为强混沌轨道, 点2为弱混沌轨道, 点3表现为

有序轨道. 从图8 (a)、(b)中得出结论也能与前面

图5的对应, 即粒子能量E适当增大可以增强轨道

混沌程度. 图8 (c)、(d)绘制了固定磁场参数β =

8.9×10−4与能量E = 0.995, 而角动量L从3.8到5的

FLI图. 图8 (c)中初始轨道半径r = 11时, 粒子

轨道在L < 4.11时为混沌的, 而在大于4.11后轨道

变得有序; 图中点1所示的庞加莱截面为混沌轨道,

点2为有序轨道. 图8 (d)中初始轨道半径为r = 88,

轨道在大于L = 6.35后开始变得有序; 图中点1与

点2所示的庞加莱截面皆为弱混沌轨道. 从图8 (c)、

(d)中得出结论也能与前面图6的对应, 即粒子角动

量L变大可以减小轨道混沌程度. 图8 (e)、(f)绘制

了固定粒子角动量L = 4.6与能量E = 0.995, 磁场

参数β从0跨度到1.6×10−3的FLI图. 诱发混沌的临

界β值依次为9.01×10−4、6.92×10−4. 从图8 (e)、

(f)中得出结论与前面图3、4的对应, 即随着正磁场

参数β的增加会增强轨道混沌程度.

图 6 改变粒子能量E的庞加莱截面图, 粒子角动量L = 4.6.

Fig. 6 The variation of the Poincaré cross-section with the particle energy E, particle angular momentum L = 4.6.
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图 7 轨道的庞加莱截面、最大李雅普诺夫指数、FLI随试验粒子角动量L的变化. 磁参数β = 8.9×10−4, 粒子能量E = 0.995.

Fig. 7 The variation of the Poincaré cross-section, maximum Lyapunov indicator and fast Lyapunov indicator with the angular

momentum of experimental particle L. Magnetic parameter β = 8.9×10−4 and particle energy E = 0.995.
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图 8 快速李雅普诺夫指标FLI与参数的依赖关系. 每个FLI值取自积分时间τ = 107后的结果, 有序与混沌的FLI临界值为3. 图(a)、

(b)中L = 4.6、β = 8.9×10−4. 图(c)、(d)中E = 0.995、β = 8.9×10−4. 图(e)、(f)中L = 4.6、E = 0.995.

Fig. 8 The dependence between fast Lyapunov indicator FLIs and parameters. Each of the FLIs are obtained after the

integration τ = 107, and the FLI value from order to chaos is 3. In panels (a) and (b), L = 4.6 and β = 8.9×10−4; in panels (c)

and (d), E = 0.995 and β = 8.9×10−4; in panels (e) and (f), L = 4.6 and E = 0.995.
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图9为2维参数空间对应的FLI分布. 图9 (a)是2

维参数空间E和L对应的FLI分布. 初始轨道半径r

= 11时, E值取值接近0.9957左右开始发生混沌, 并

且混沌程度随着E值的增大而增大, 增大到一定值

后混沌开始减弱, 呈现在图中颜色由蓝色依次过

渡到红色, 再由红色转换到蓝色, 而混沌区域大致

在E = 0.9957到E = 1之间, 这个结果与图8 (a)

的一维图是一致的. 还可以看出增大粒子角动量L

可以减弱轨道的混沌程度, 这与图8 (c)的一维图,

即E = 0.995时显示的情况相同. 图9 (c)为初始轨

道半径r = 88时扫描参数E和L的2维分布图情形,

更清晰地展示了粒子角动量增大减弱了轨道的混

沌程度, 这与图8 (b)、(d)显示的结果相同. 扫描

图9 (b)中参数E和β的2维分布图显示在初始轨道

半径r = 11时, 能量变大, 故粒子受到的引力变大

会加剧混沌程度; 但能量大到接近1时, 轨道有不稳

定趋势, 相应减弱混沌程度; 而当β值增大时, 轨道

由有序变为混沌, 且FLI值逐渐变大, 即混沌程度逐

渐加强. 图9 (d)为初始轨道半径r = 88时扫描参

数E和β的2维分布图, 可以得到与图9 (b)相同的结

论. 图9 (b)、(d)与图8 (e)、(f)扫描的一维图显示

结果相同.

图 9 2维参数空间对应的FLI分布. 积分时间均为τ = 107; 图(a)、(c): β = 8.9×10−4; 图(b)、(d): L = 4.6.

Fig. 9 The corresponding FLI distribution for two-dimensional parameter spaces. The integral time is τ = 107 for all plots;

panels (a), (c): β = 8.9×10−4; panels (b), (d): L = 4.6.
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4 总结与展望

辛算法因具有保结构性质, 可为天体长期定性

演化研究提供可靠的数值结果. 在计算效率方面,

显式辛算法比隐式辛算法好, 磁化史瓦西时空的哈

密顿函数可以分解为具有显式可积解的3、4、5部

分, 由此可以进行显式辛算法的构建与应用. 优化

的4阶分段龙格库塔PRK显式辛算法结合哈密顿3

部分分解方法能够取得最佳数值效果.

利用这样的数值积分方法来研究附带渐近均

匀的磁场下史瓦西黑洞周围带电粒子轨道动力学.

本工作主要探讨磁场参数β、粒子能量E和角动

量L对粒子轨道动力学行为的影响. 磁场是哈密顿

系统不可积性和产生混沌的关键因素. 磁场参数绝

对值的变大可以使得粒子运动轨道由有序变为混

沌, 增强轨道混沌程度. 粒子能量增加亦可加强混

沌程度,但粒子角动量增大反而对混沌有抑制作用.

本工作所建立的算法适用于许多复杂的相对

论时空的哈密顿函数或时间变换哈密顿函数, 可以

用来探索黑洞轨道动力学性质, 还可以用于黑洞阴

影数值模拟研究.
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Chaotic Motion of Charged Test Particles in a Magnetized

Schwarzschild Black Hole

ZHOU Na-ying1 ZHANG Hong-xing1 SUN Xin2 LIU Wen-fang1 LI Dan2

(1 Center of Application and Research of Computational Physics, School of Mathematics, Physics and Statistics, Shanghai
University of Engineering Science, Shanghai 201620)

(2 Guangxi Key Laboratory for Relativistic Astrophysics, Guangxi University, Nanning 530004)

ABSTRACT The Hamiltonian describing the motion of charged particles around the Schwarzschild black
hole immersed in an external magnetic field is nonintegrable. Such relativistic Hamiltonian systems do not
have two splitting parts with analytical solutions as explicit functions of time. This leads to the difficulty
in the construction and application of explicit symplectic algorithms to the relativistic systems. Recently,
Chinese scholars have published a series of works in the Astrophysical Journal, where explicit symplectic
methods are successfully designed for these relativistic Hamiltonians split into three or more explicit
integrable parts. There are two questions of whether the numbers of splitting these Hamiltonians affect the
numerical accuracy and which of the explicit symplectic integrators shows the best performance. Our latest
work in the Astrophysical Journal answered the two questions, and shows that the fourth-order optimal
Partitioned-Runge-Kutta (PRK64) explicit symplectic algorithms with the three-part splitting method as
the least number of splitting these Hamiltonians performs the best accuracy. This paper applies such an
integrator to obtain Poincaré cross-section, maximum Lyapunov indicators and fast Lyapunov indicators
(FLIs), which distinguish between the regular and chaotic dynamical properties of charged particles moving
near the magnetized Schwarzschild black hole. For given specific values of the particle energy and angular
momentum, a small magnetic field does not induce chaos, whereas a large positive magnetic field parameter
easily causes the occurrence of chaos. The strength of chaos increases with the magnetic field increasing.
Chaos is also strengthened as the particle energy increases. However, it is weakened when a negative
magnetic field parameter and the particle angular momentum increase.

Key words celestial mechanics, black hole, magnetic field, chaotic, integrators
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